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요  약 

압축성 유체와 비압축성 유체를 통일적으로 풀이할 수 있는 새로운 수치기법

인 CIP(Cubic−Interpolated Propagation)법을 이용하여 다상 이동경계면을  해석

하였다. 

CIP 법은 3 차 스플라인 보간법을 개량한 방법으로 일반적인 쌍곡선형 방정식

을 풀 수 있는 알고리즘이다. 압축성 유체와 비압축성 유체를 동시에  계산하며 

대류항을 정도 높게 풀이하므로 해석이 힘들었던 충격파의 해석이나 이동 경계

면의 해석 그리고 다상의 상변화현상의 해석에도 높은 정밀도를 보여주고 있는 

방법이다. 

CIP 법에서 발전한 열 유체방정식의 범용해법인 C−CUP(CIP−Combined 

Unified Procedure)법을 수치해석방법으로 이용해서 캐비티유동과 댐의 붕괴과

정해석에 적용하여 보았다. 캐비티유동에서 CIP 법으로 구한 속도분포는 

SIMPLE 의 속도분포와 매우 잘 일치하였으며 갑자기 댐이 붕괴되는 경우에 물

과 공기의 다상 이동경계면은 매우 단순한 경계조건의 부여에도 불구하고 기존

의 결과와 좋은 일치를 보였다. 
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1. 서론 

최근 컴퓨터의 급격한 발달과 새로운 수치해석기법의 개발에 따라 열유체공학

의 응용분야에서 지금까지는 실험에 의존해  왔던 현상들에 대한 수치해석이 활

발하게 진행되고 있다. 그 중 다상 열유동 및 상변화현상은 하나의 물리영역 내

에 기 액 고상이 혼재하면서 이동하거나 상변화를 수반하게 되며 동시에 급격한 

밀도변화가 수반되는 복잡한 현상이므로 실험에 주로 의존해 왔다. 그러나 현재

는 새로운 수치기법을 이용해서 현상을 해석하려는 연구가 활발하게 나타나고 

있다. 

다상 열유동 및 상변화현상을 볼 수 있는 한 예로 레이저 가공을 들 수 있는

데, 금속 등의 고체에  레이저를 조사하여 녹이고  증발시켜서 구멍을 뚫어가는 

과정으로 대단히  복잡한  현상인 다상 열유동 및 상변화현상이 포함되어 있다. 

먼저 금속이 녹으면 응력에 지배되는 고체에서 점성에 지배되는 액체로 상변화

가 일어나며 더욱 가열하면 증발이 일어난다. 이때는 압축되지 않는 액체로부터 

압축되기 쉬운 기체로의 상변화가 일어난다. 이 경우의  밀도변화는 100 배 혹은 

1000 배에 이른다. 이런 급격한 밀도변화가 수 마이크로미터의 얇은 층에서 일

어난다. 한편 원자로의 노심용융과 같은 중대사고에서 수증기 폭발현상은 다상 

열유동 및 상변화현상과 밀접한 관계가 있으나 아직도 현상에 대한 이론이 명

확히 확립되어 있지 않다. 

이런 현상을 수치적으로 해석하기 위한 시도로 지금까지 여러 가지의 수치기

법들이 제시되어 왔다. 그러나 압축성 유체와 비압축성 유체에 대해서는 수치기
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법이 각각 독립적으로 개발되어 왔다. 그 이유는 압축성  유체와 비압축성 유체

에 대하여  수치해석에서  사용되는 방정식의 형태가  서로 다르며, 즉 압축성 유

체는 방정식의 형태가  보존형이며 비압축성 유체는 방정식의 형태가 비보존형

이므로 동시에 풀이하기는 매우 힘들다. 또한 비압축성 유체는 압축성 유체에 

비해서 음속이 매우 빠르다는 특징이  있다. 그러나 다상 열유동 및 상변화현상

은 물질의 상변화가 빠르게 일어나고 동시에 급격한  밀도변화가 수반되므로 압

축성 유체와 비압축성 유체의 동시처리가 반드시 필요하다. 

압축성 유체와 비압축성 유체의 동시처리를 처음 시도한 수치기법은 Harlow

와 Amsden[1]의 ICE(Implicit Continuous Eulerian)법을 들 수 있다. 이 방법은 

지배방정식을 보존형 형태로 유지함으로써 압축성과 비압축성 유체를  동시 처

리하기는 했으나,  현재까지 특별한 진보가 없이 개발단계에 머무르고 있다. 여

러 상용 수치해석코드의 근간을 이루는 SIMPLE 계열의 유한체적법은, 수치해

석방법으로는 범용성을 가지고 있지만  압축성 유체와 비압축성 유체의 동시처

리가 곤란하며, 서로 다른 상의 경계가  격자계  내부를 이동할 때에는  날카로운 

경계면이 퍼져나가는 수치확산이 발생하는 단점 때문에 다상 열유동 및 상변화

현상을 해석할 때에는 적합하지 않다. 유한체적법과 연계하여 사용되는 

VOF(Volume of Fraction)법[2]은 인접 검사체적 사이의  유동을 고려하는 방법이

나 3 차원으로의 확장이 힘들고 기하학적인 형상이 복잡할 경우에는 부정확한 

결과가 나온다. 격자가 물질과 함께 이동하는 Lagrangian 기법을 사용하는 

ALE(Arbitrary Lagrangian Eulerian)법은 상이한 물질의 경계를  정확하게 포착

할 수 있지만, 파도가 부서지는 것과 같이 경계가 분리되는 현상이 발생할 때는 

사용이 부적합하다. 이와 같이 여러 가지 수치기법들이 제시되었지만, 다상 열
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유동 및 상변화현상의 해석에 완전하다고는 할 수 없으며 현재까지도 개선이 

이루어지고 있다. 

그러나 지금까지 설명한  방법들의 단점을 극복한 새로운 수치기법으로  

CIP(Cubic−Interpolated Propagation)법이 1985 년 Yabe[3-8]에 의해서 제시되

었다. CIP 법은 다른 수치기법보다 훨씬 정도 높은 경계면의 기술이 가능하고 

압축성 및 비압축성 유체를 통일적으로 취급할 수 있으며 기 액 고상을 동시에 

풀이하는 것이 가능한 새로운 기법이다. 또한 CIP 법은 다수의 논문에서 다상 

열유동 및 상변화 현상의 해석에 유효함이 입증되고 있다. 

이와 같은 이유로 본 논문에서는 CIP 법을 다상의 열유동 및 상변화 현상의 

해석에 적용을 위한 기초연구를 수행한다. 아직 국내에서는 생소한 수치기법인 

CIP 법의 기본원리을 정리하고 CIP 법의 열유체 범용해법인 C−CUP 법[7,8]을 

이용하여 캐비티유동에서의 속도분포를 구하여 SIMPLE 에서 구한 결과와  비교

해 보았다. 또한 댐의 붕괴와 같은 다상 이동경계면 문제에 C-CUP 법을 적용함

으로써 액체와 기체 사이의 복잡한 경계조건을 포함하지 않고도 타당한 결과가 

도출됨을 보이는 것이 본 논문의 주된 연구내용이다. 



 - 13 - 

2. CIP 와 C-CUP 법 

2.1 CIP 법의 원리 

CIP 법은 일반적인 쌍곡선형 방정식을 풀 수 있는 알고리즘으로, 간결하며 수

치확산이 적고 다차원으로 확장이 용이한 장점이  있다. 여기서는 CIP 법의 원리

를 1 차원의 경우에 대하여 설명한다. 다음과  같은 쌍곡선형 방정식을 생각해 

보자. 

 0=
∂
∂+

∂
∂

x
f

u
t
f  (1) 

u 가 일정한 상수라면 쌍곡선형 방정식은 다음과 같은 해석해를 갖는다. 

 )0,(),( utxftxf −=  (2) 

해석해는 시간 t, 좌표 x 에서의 함수 f 의 값이 시간 0 일 때의 함수 f 가 파형을 

그대로 유지하면서 속도 u 로 전파하는 것을 의미한다. 이 경우에 수치해석에서

도 단순히  값을 이동시키는 것만으로 엄밀해가 얻어진다고 생각할 수 있으나, 

이는 잘못된 생각이며 그 이유를 Fig. 1 을 통해서 설명한다. 

Fig. 1(a)를 보면 �로 표시한 초기의 파형이 연속체에서는 미소시간 ∆t 후에 

�로 표시한 파형의 위치로 이동한다. Fig. 1(b)는 ∆t 후의 격자점  상의 값만을 

표시한 것인데, 이 값만이 주어진 경우에 Fig. 1(a)에서 실선으로 표현한 파형을 

예측하는 것은 불가능하며 Fig. 1(c)와 같은 파형을 직관적으로 상상하게 된다. 

이것은 유한한 격자점만을 이용하고 격자점 사이에서의 분포를  모르기 때문에 
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선형적으로 보간함으로써 생긴 수치확산이다. Fig. 1(d)의 그림은 앞으로 설명하

게 될 CIP 법을 사용한 경우로 각 격자점에서의 물리량과 그 물리량의 변화율, 

즉 구배를 계산하고 그 구배를 이용하여 격자점 사이의 값들을 3 차 스플라인 

보간법으로 계산한 것이다. 수치확산이 최소화되고 본래의 파형과 유사한 형태

를 보이는 것을 알 수 있다.  

식(1)에서 이동속도 u 가 변하거나 우측의 항이 0 이 아닌 경우에는 해석해의 

적용이 불가능하다. 그러나 u 가 변하거나 우측의 항이 0 이 아니더라도, 미소시

간 ∆t 동안에는 적용이 가능하다고 근사적으로 가정하면 다음과  같이 표현할 수 

있다. 

 ),(),( ttuxfttxf ii ∆∆ −=+  (3) 

즉 t∆ 만큼 경과한 시각 tt ∆+ 에서 위치 ix 에서의 f 값을, 시각 t 에서의  

)( tuxi ∆− 에서의 f 값을 사용하게 된다. 그러나 )( tuxi ∆− 가 격자점에 위치하지 

않는 경우 f 의 값을 정해 주기 위해서 보간을 이용하는데, 보간의 방법에는 직

선보간, 곡선보간 그리고 3 차 스플라인 보간법등이 있다. 

이동속도 u<0 일 때 구간 ix 와 1+ix 에 대해 직선보간과 곡선보간 그리고 스플

라인 보간법을 설명하면 다음과 같다. 

직선보간은 알고 있는 두 점 사이를 선형보간해서 값을 구하는 방법으로 Fig. 

2 와 같이 ix 와 1+ix 사이의 )( tuxi ∆− 에서의 f 값을 구하기 위해서  직선으로  선형

보간을 한다. 

이 경우의 관계식을 다음과 같이 쓸 수 있다. 

 
ii

i

ii

i

ff
fxF

xx
xx

−
−=

−
−

++ 11

)(  (4) 
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식(4)를 정리하면 다음과 같다. 

 ( ) n
i

n
i

n
i

i fff
x
xx

xF +−−= +1)(
∆

 (5) 

여기서 ii xxx −= +1∆ 이다. 식(5)에서 윗첨자  n 은 n 시간스텝에서의  값을 의미힌

다. 

1 차 보간, 즉 직선보간에 의해서 n+1 시간스텝에서의  1+n
if [식(3)의 

),( ttxf i ∆+ ]을 구하면 다음과 같다. 

 ( ) n
i

n
i

n
ii

n
i fff

x
tu

tuxFf +−−=−= +
+

1
1 )(

∆
∆∆  (6) 

여기서 tuxx i ∆=− 이다. 

곡선보간은 두 점 사이를 식(7)과 같이 2 차식으로 보간하는 방법이다. 

 cbxaxxF ++= 2)(  (7) 

식(7)에서 a , b, c 가 모르는 미지수이므로, 세 개의 점이 필요하다. 알고 있는 세 

개의 점을 다음과 같이 가정한다.  

 
n

ii

n
ii

n
ii

fxF

fxF

fxF

11

11

)(

)(

)(

++

−−

=

=

=

 (8) 

식(7)이 식(8)의 n
ii fxF 11 )( −− = 인 조건을 만족하도록 식(7)을 변형하면 다음과 같

이 바꿀 수 있다. 

 n
iii fxxbxxaxF 11

2
1 )()()( −−− +−+−=  (9) 

식(9)에 n
ii

n
ii fxFfxF 11 )(,)( ++ == 를 이용하여 a, b 를 구하면 다음과 같다. 
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2

11

2
2

x
fff

a
n

i
n

i
n

i

∆
−+ +−

=  (10) 

 xa
x
ff

b
n

i
n

i ∆
∆

−
−

= −1  (11) 

여기서 1−−= ii xxx∆ 이다.  

a 와 b 를 식(10)과 식(11)에서 구했으므로 2 차 다항식을 이용하여 1+n
if 를 구

하면 다음과 같다. 

 )2(
2
1

)(
2 11

2

11
1 n

i
n

i
n

i
n

i
n

i
n

i
n

i fff
x
tu

ff
x
tu

ff −+−+
+ +−








+−−=
∆
∆

∆
∆  (12) 

3 차 스플라인 보간법은 한 구간을 하나의 3 차 다항식으로 기술하고 이것을 

미분의 연속성에 의해 결정하는 방법으로, u<0 일 때 구간 ix 와 1+ix 에 대해서  

다음과 같은 3 차 스플라인 방정식을 쓸 수 있다. 

 iiiiii xxXfXfXbXaxF −=+++= ,)( 23 &  (13) 

이 경우에 미지수는 iii fba &,, 이므로 미분의 연속성을 이용하여 미지수를 결정

하는데, 사용되는 식은 다음과 같다. 

 )()( 111 +++ = iiii xFxF  (14) 

 
dx

xdF
dx

xdF iiii )()( 111 +++ =  (15) 

 
xd
xFd

xd
xFd iiii

2
11

2

2
1

2 )()( +++ =  (16) 

식(13)에 식(14)와 식(15)을 적용하면 다음과 같다. 

 1
23

+=+++ iiiii ffxfxbxa ∆∆∆ &  (17) 
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 1
2 23 +=++ iiii ffxbxa &&∆∆  (18) 

여기서 ii xxx −= +1∆ 이다. 

식(17)과 식(18)식을 통해서 ia 와 ib 를 계산할 수 있다. 

 
3

1
2

1 )(2)(
x

ff
x
ff

a iiii
i ∆∆

++ −
+

+
=

&&
 (19) 

 
x
ff

x
ff

b iiii
i ∆∆

)2()(3 1
2

1 ++ +
−

−
=

&&
 (20) 

또 하나의 미지수 if
& 는 2 계의 미분계산을 해야 하며 실제 수치해석을 할 때 

미지수를 구하는  작업이 행렬의 형태로  진행되므로 계산량이 방대해지고 3 차원

으로의 적용이 힘든 단점이 있다. 

이를 해결한 방법이 3 차 유사 스플라인 보간법, 즉 CIP 법이다.  

1 차원 쌍곡선 방정식의 형태와 해의 형태가 다음과 같을 때 

 0=
∂
∂+

∂
∂

x
f

u
t
f  (21) 

 )(1 tuxFf ii
n

i ∆−=+  (22) 

1 차원 쌍곡선 방정식을 공간미분한 식의 형태는 다음과 같다. 

 0=
∂
∂

⋅
∂
∂

+






∂
∂

∂
∂

+






∂
∂

∂
∂

x
u

x
f

x
f

x
u

x
f

t
 (23) 

이때 u 가 일정한 상수이므로 식(23)의 세 번째 항은 0 이 되고 이를 정리하면 

다음과 같은 식이 된다. 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
f

u
t
f &&

 (24) 
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원래의 식과 공간미분한 형태의 식이 동일한 형태를 가지므로 해의 형태도 동

일한 형태를 가진다고 가정하는 것이 CIP 법의 출발점이다. 이 경우에 공간미분

의 해는 다음과 같다고 가정할 수 있다.  

 
dx

tuxdF
f iin

i

)(1 ∆−=+&  (25) 

남은 미지수는 ii ba , 이고 이는 식(19)과 식(20)에서 계산했으므로 1 차 미분과 

2 차 미분을 사용하지 않고도 알고 있는 ii ff ,& 을 이용해서 보간함수를 구할 수 

있다. 

3 차 유사 스플라인 보간법, 즉 CIP 법을 이용하여 미지수를 구한 3 차 다항식

은 다음과 같다. 

 iiii
n

i ffbaf +++=+ ξξξ &231  (26) 

 tufbaf iii
n

i ∆ξξξ −=++=+ ,23 21 &&  (27) 

이렇게 얻어진 1+nf 을 nf 으로, 1+nf& 을 nf& 으로 바꾸어 놓고 계산을 반복하면 f

가 시간 진행시의  값을 계속해서 구할 수 있다. 

1 차원 CIP 법의 예로 초기파형이 사각형과 삼각형일 때 직선보간, 곡선보간 

그리고 CIP 법을 각각 사용하여 1000 시간 스텝 진행한 후 파형의 모습을 Fig. 

4 에 보인다. CIP 법을 이용해서 초기파형이 사각형일 때 500 시간 스텝이  지난 

후의 파형의 모습을  Fig. 5 에 보였다. CIP 법에 tangent 법을 덧붙여 사용한 경

우의 파형의 모습을 같이 비교해 보았다. 

CIP 법은 2, 3 차원으로 용이하게 확장이 가능하다.  2 차원에서 CIP 법을 사용

해서 초기 파형이 정사각형일 때 100 시간 스텝마다의 파형을 Fig. 6 와 Fig. 7
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에 나타내었고, 초기파형이 원인 경우의 파형의 모습을 Fig. 8 에 나타내었다. 

Fig. 6 에서 Fig. 8 까지의  그림은 정확한 파형을  유지하기 의해서  tangent 법을 

CIP 법에 덧붙여 사용하였는데  tangent 법이란 상(phase)의 경계를 정확하게 알

고 싶을 경우와 같이 경계면을 정확하게 구분해야 할 경우에 사용하는 방법이

다. CIP 법에 의한 해는 약간의 오버슛(overshoot)이 보이므로 물질의 경계표면

과 같이 예리한 경계를 실현하기에는 개선의 여지가 있다. 그래서 f 대신 





 −= )

2
1

(tan fh π 로 변수변환을 한 후 h 를 f 처럼 0=
∂
∂+

∂
∂

x
h

u
t
h

을 CIP 법으로 

풀고 계산이 끝난 후 다음과 같이 역변환을 한다. 

 
2
1)arctan( +=

π
h

f  (28) 

식(28)에 의해 f 의 값을 되돌려 받을 수 있다. 

이와 같은 변환은 f 가 0 에서 1 의 일정치를 가질 때만 유효하다. 이것은  물질

내의 밀도함수와 같이 물질이 존재하는 위치를 1, 존재하지 않는 위치를 0 으로  

지정함으로써 정확한 경계면의 위치를 기술할 수 있다. 
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2.2 비선형 방정식의 해법 

2.1 절 CIP 법의 원리에서 설명한  부분은 쌍곡선 방정식의 형태가  선형 방정식

에 대한 해법이었고, 이 절에서는 비선형 방정식일 경우로 확장하도록 한다. 

다음과 같은 비선형 방정식을 가정하면 

 g
x
fu

t
f =

∂
∂+

∂
∂  (29) 

식(29)를 CIP 법으로 풀기 위해서 다음과 같이 변형하여 외관상 식(1)과 유사

한 형태가 되도록 한다. 

 G
x
f

u
t
f =

∂
∂+

∂
∂  (30) 

여기서 
x
u

fgG
∂
∂−= 이다. 또한 CIP 법에서 필요한 f& 는 식(30)을 미분한 후 정리

하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다. 

 
x
u

fG
x
f

u
t
f

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂ &&

&&
 (31) 

CIP 법에서는 식(30)과 식(31)을 2 단계로 나누어서 계산한다. 

 비대류단계: G
t
f =

∂
∂  (32) 

 대류단계: 0=
∂
∂+

∂
∂

x
f

u
t
f  (33) 

 비대류단계: 
x
u

fG
t
f

∂
∂

−=
∂
∂ &&
&

 (34) 
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 대류단계: 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
f

u
t
f &&

 (35) 

식(32)과 식(34)은 비대류단계이고 식(33)과 식(35)는 대류단계이다. 본 논문에

서는 비대류단계를 먼저 계산하고 대류단계를 계산했다. 

A. 비대류항 

비대류단계에서는 차분법을 이용한다. 즉 f 에 대해서는 식(32)으로부터  

*
if 가 다음과 같이 계산된다. 

 tGff i
n

ii ∆+=*   (36) 

여기서 웟첨자 *는 비대류항의 단계를 계산한 후의 f 를 의미한다.(시간스텝 n

과 n+1 의 중간단계로 생각할 수 있다.) f& 에 대해서는 먼저 다음과 같이 G& 에 

대한 일반화가 필요하다. 식(36)으로부터 tGff i
n

ii ∆=−* 이므로, 공간미분 









∂
∂

=
x
G

G& 의 차분식은  

 
tx

ffff
x
GG

G
n

i
n

iiiii
i ∆∆∆ 22

11
*
1

*
111 −+−+−+ +−−

=
−

=&   (37) 

와 같은 관계가 얻어진다. 이것을 식(34)에 대입하여 정리하면 

 t
x
uu

f
x

ffff
ff

n
i

n
in

i

n
i

n
iiin

ii ∆
∆∆ 22

1111
*
1

*
1* −+−+−+ −

−
+−−

+= &&&   (38) 

이 된다. 이와 같이 하여 f& 에 대해서는 G 의 미분값을 직접 구하지 않고도 계

산할 수가 있다. 

B. 대류항 

대류항의 단계에서는 앞에서 설명한 CIP 법의 계산결과를 이용한다. 즉 비대

류단계에서 구한 *f 와 *f& 를 이용하여 1+nf 와 1+nf& 의 값을 계산하게 된다. 이상
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과 같은 과정을 거쳐 최종적으로 식(29)식을 풀이할 수 있다. 
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2.3 C-CUP 법 

2.3.1 C-CUP 법의 원리 

쌍곡선 방정식의 해법인 CIP 법을 일반 열유체방정식에  확장한  범용해법이 C-

CUP(CIP-Combined Unified Procedure)법이다. C-CUP 법은 다음에 보이는  벡터

형태의 지배방정식을 대류단계와 비대류단계로 나누어서 계산을 수행한다. 

 Gfu
t
f rrr
r

=∇⋅+
∂
∂

)(  (39) 

 ),,(),,,( up
p

uGpuf
rrrrr

⋅∇−
∇

−⋅∇−== γ
ρ

ρρ  

지배방정식인 식(39)을 대류단계와 비대류단계로 나누면 다음과 같다. 

비대류단계(non-convection stage)는 대류항을 제외한 나머지 항들만 고려한다. 

 G
t
f r
r

=
∂
∂   (40) 

대류단계(convection stage)는 시간항과 대류항만을 고려한다. 

 0)( =∇⋅+
∂
∂

fu
t
f rr
r

  (41) 

비대류단계에서는 차분법을 이용하여 풀이하는데, 식(40)을 다음과 같이 스칼

라 형태로 각각 쓸 수 있다. 

 **
*

u
t

n
n r

⋅∇−=
−

ρ
∆

ρρ  (42) 

 n

n p
t
uu

ρ∆

**** ∇
−=

− rr
 (43) 
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 uQ
t
uu rrr

=
−
∆

***

 (44) 

 **
**

up
t
pp n

n r
⋅∇−=

−
γ

∆
 (45) 

 pQ
t
pp r

=
−
∆

***

 (46) 

위 식들에서 보이는  윗첨자 **는 앞서 설명된  *와 n 의 중간단계의 값으로, 식

(43)에서 계산된 속도가 바로 *u 가 되지 않고 **u 가 되어서 임시값을 저장하고 

있다가 식(44)에서 인공점성항을 계산한 후에 *u 의 값이 된다. 식(44)에서 보이

는 uQ
r
는 인공점성, 실제점성, 탄성응력 그리고  표면장력 등의 항을 포함하는 부

분이며, 식(46)에서 pQ
r

는 열전도의 항을 포함하는 부분이다. 또한 외부에서 가

해지는 힘, 즉 중력과 같은 항이 있을 때에는 식(43)의 우변의 압력 뒤에 덧붙

여 쓰면 된다. 

비대류단계의 계산은 먼저 압력을 결정하기 위해 Poisson 방정식을 적용하며, 

압력을 결정하거나 변경함으로써 속도장이 연속방정식을 만족하게 한다. 

압력에 대한 Poisson 방정식을 만들기 위해서 식(43)에 발산을 취하면 다음과 

같다. 

 n

n p
t

uu
ρ∆

**2** ∇
−=

⋅∇−⋅∇ rr
 (47) 

식(47)을 **u
r

⋅∇ 에 대해서 정리하고 식(45)에 대입하면 다음과 같은 식을 얻는

다. 

 
t
u

tp
ppp n

n

n

n ∆∆γρ

r⋅∇
+

−
=

∇
2

****2

 (48) 
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식(48)은 우변의 첫 번째 항을 제외하면 MAC(marker and cell)법에서 사용하

는 식과 동일한 형태가 된다. 

식(48)은 기존의 비압축성 유체방정식의  해법인 MAC 법에 압축성일 때도 발

산하지 않고 값이 수렴할  수 있도록 새로운 항이 추가된  형태로, 식에 대한 자

세한 설명을 하면 다음과 같다. 

음파의 속도가 큰 경우, 즉 음속의 전파시간 ts ∆τ << 인 경우 우변의 첫 번째

항인 2

**

tp
pp

n

n

∆γ
−

에서 음속을 다음과 같이 쓸 수 있다. 

 
ρ

γ p
Cs =  (49) 

따라서 음속이 클 경우에는 2

**

tp
pp

n

n

∆γ
−

가 0 에 접근한다. 이 경우 식(48)은 다음의 

단순한 형태가 된다. 

 
t
up n

n ∆ρ

r⋅∇
=

∇ **2

 (50) 

식(50)은 비압축성 유체의 해법으로 사용되고 있는 MAC 법에서 사용되고 있

는 Poisson 방정식과 동일한 형태이다. 

음속의 전파시간 ts ∆τ >> 인 경우, 즉 압축성의 경우에는 식(48)에서 2

**

tp
pp

n

n

∆γ
−

이 n

p
ρ

**2∇
보다 매우 큰 값을 보이므로 n

p
ρ

**2∇
을 0 으로 취급한다. 이때의 식은 

다음과 같이 정리된다. 

 nn
n

up
t
pp r

⋅∇−=
−

γ
∆

**

 (51) 

앞에서 설명한 부분을 정리하면 식(48)은 비압축성인  경우, 즉 음속이 무한히 
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클 경우에는 식(50)과 같이 되어 MAC 법에 사용되는 Poisson 방정식과 같은 형

태가 되며 압축성 유체와 같이 속도의 구배가 급격하게 변하는 경우에는 식(51)

과 같이 된다. 그 결과 압축성 유체와 같이 속도구배가 급격하게 변화하는 경우 

MAC 법에서는 발산하나, C-CUP 법은 압축성 유체에  대해서도 발산하지 않고 

수렴한다. 

압력 Poisson 방정식을 풀어서  압력을 계산하고 이 값들을 이용해서 속도와 

밀도를 계산한다. 만약 식(44)에서 인공점성항 uQ
r

를 0 으로, 고려하지 않는 경

우에는 속도는 단순히 다음 식으로 구하게 된다. 
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밀도의 계산은 식(42)에 식(45)를 대입하여 변형하면 다음과 같다. 
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식(46)를 차분법으로 계산하면 *p 를 구할 수 있다. 여기까지가 비대류단계의 계

산이다. 

대류단계의 계산에서는 비대류단계에서  계산된 밀도, 속도 및 압력의  값, 즉 

*** ,, ρup  을 가지고 CIP 법을 이용해서 111 ,, +++ nnn up ρ 를 구한다. 
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2.3.2 C-CUP 법의 1 차원코드 

1 차원 평면좌표계에서 다음과 같은 지배방정식을 생각한다. 

 G
x
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rr
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여기서 
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이다. 

식(54)를 풀기 위해 엇갈림 격자(staggered grid)를 사용하고 있다. 그러므로 

밀도와 압력 그리고 에너지는 ix 에서 정의되고 있으며 속도는 2/1+ix 에서 정의된

다. 

비대류단계에서의 지배방정식을 차분을 이용하여 이산화하면 다음과 같다. 
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1 차원의 C-CUP 법의 계산순서는 다음과 같다. 

1 초기값들을 설정한다. 

2 압력에 대한 Poisson 방정식(식(48))을 푼다.  

3 식(55), 식(56), 식(57)을 이용하여 *** ,, euρ 를 구한다. 

4 식(38)을 이용하여 *** ,, eu &&&ρ 를 구한다. 

5 밀도, 속도, 압력에 대해서 각각 CIP 법을 이용하여 계산한다. 이때 밀도와 
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압력의 계산에서 사용되는 대류항의 속도는 





 +

= −+

2
2/12/1 ii

av

uu
u 를 사용한다. 

6 다음 시간스텝으로 2에서 5번을 반복한다. 

충격파를 계산하는 경우에는 일반적으로 수치계산시의 발산을 막기위해 인공

점성항이 필요하다. 해석하려는 모델에 따라 다르게 적용할 수 있는 부분이므로 

일반적인 것은 아니지만 대개 인공점성항은 다음과 같은 식으로 결정한다. 
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 (58) 

여기서 sC 는 음속, γ는 비열비이며 2/12/1 −+ −= ii uuu∆ 이다. 일반적으로 a 는 상수

로 충격파의 계산시 0.6 에서 0.7 을 사용하지만 문제의 성격에 따라서 다른 값

을 적용할 수 있다. 
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2.3.3 C-CUP 법의 2 차원 코드 

직교좌표계에서 쌍곡선형 방정식을 다음과 같이 쓸 수 있다. 
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계산을 간단히 하기 위해서 x∆ 와 y∆ 는 일정하다고 하

고, u<0 이고 v<0 이라고 가정하면 다음과 같은 격자 

),1()1,1()1,(),( jijijiji +−++−+− 에서 3 차 스플라인 보

간함수를 다음과 같이 쓸 수 있다. 
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2 차원에서도 1 차원과 마찬가지로 식(59)를 비대류단계와 대류단계로 구분하

여 계산한다. 

비대류단계에서 fff yx ∂∂ ,, 는 다음과 같다. 
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대류단계에서도 ( ) jiy
n
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n
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n
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1
, ,,, ∂=∂∂=∂−−= +++ ∆∆ 과 같이 

( )ji, ( )ji ,1+

( )1,1 ++ ji( )1, +ji

 



 - 30 - 

계산되어 다음과 같은 식으로 나타낼 수 있다. 
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여기서 tvtu ∆η∆ξ −=−= , 이다. 

앞에서 설명된 식들은 이동속도가 u<0 이고 v<0 인 경우에  사용할 수 있는 식

이며 실제로 프로그램상에서는 이동속도의 부호에 상관없는 식이 필요하므로, 

프로그램에 실제로 적용할 수 있도록 식을 변경한 것을 부록에 게재하였다. 

1 차원 좌표계에서 지배방정식을 계산하는 것과 동일한 방식을 2 차원 직교좌

표계에 적용한다. 다음과 같은 벡터형태의 지배방정식을 생각한다. 
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식(67)을 스칼라 형식으로 표현하면 다음과 같다. 
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여기서 ρ 는 밀도, u, v 는 속도, p 는 압력, e 는 비내부에너지(specific internal 

energy)이다. 

1 차원에서와 마찬가지로 엇갈림  격자계를 사용하고 있으므로 p, e, ρ 는 격자

점인 ),( ji 에서 정의되고 x 방향 속도 u 는 




 + ji ,

2
1

에서 정의되며 y 방향 속도 

v 는 




 +

2
1

, ji 에서 정의된다. 그러므로 비대류단계에서 차분법을 이용해서 이산

화하면 차분식은 다음과 같다. 
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C-CUP 법에서 2 차원 유체방정식의 계산순서는 다음과 같다. 

1 초기값들을 설정한다. 

2 압력에 대한 Poisson 방정식을 푼다. 

3 식(72), 식(73), 식(74), 식(75)을 이용하여 **** ,,, evuρ 를 구한다. 

4 식(65)식과 식(66)을 이용하여 ******** ,,,,,,, eevvuu yxyxyxyx ∂∂∂∂∂∂∂∂ ρρ 를 구
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한다. 

5 밀도, 속도, 압력에 대해서 각각 CIP 법을 이용하여 계산한다. 

이때 밀도와 압력의 계산에서 사용되는 속도는 다음과 같다. 
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x 방향의 속도 u 를 계산할 때의 속도는 다음과 같다. 
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또한 y 방향의 속도 v 를 계산할 때는 속도는 다음과 같다. 

 n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji vv

uuuu
u ,

,2/1,2/11,2/11,2/1 ,
4

=








 +++
= −++−++  (78) 

6 다음 시간스텝으로 2에서 5번을 계속해서 반복한다. 
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Fig. 1 Modelling of interpolation 
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Fig. 2 A linear interpolation 
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Fig. 3 A spline interpolation 
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Fig. 4 The profile after 1000 timesteps for  each algorithm as initial 

profile is square and triangle 

(a) upwind method (b) Lax-Wendroff method 

(c) CIP method    (d) CIP method using tangent method 
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(a) Profile after 500 step 
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(b) Profile after 500 step with tangent method 

Fig. 5 Profile after 500time step as initial profile is square  

and profile at same condition with tangent method 
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Fig. 6 Profile at each 100 time step when initial profile is square 

and moving velocity is 0and0 >> vu  
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Fig. 7 Profile at each 100 time step when initial profile is square  

and moving velocity is 0and0 <> vu  
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Fig. 8 Profile at each 100 time step when initial profile is circle  

and moving velocity is 0and0 >> vu  
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3. 캐비티문제의 적용 

3.1 해석모델과 경계조건 

Fig. 9 에 보이는 것처럼 정사각형 용기 내에 양 측면과 하벽면이 고정벽면이

고 상벽면이 일정한 속도로 이동하는 캐비티유동을 해석하였다. 상벽면이 일정

한 속도로  이동하면서 발생하는 정사각형 용기 내의 유동을 계산한다. 주로 계

산은 상벽면의 이동속도는 0.005m/s 로, 이때의  Reynolds number 는 210 의 조

건에서 수행하였다. 캐비티유동에서 열전달이 없다고 가정하면 온도장을 고려하

지 않아도  되므로, 순수한 유체장만을 고려한다. 격자의  수는 22×22 에서 예비

계산을 했으며 결과의 신뢰성검증을 위해서 격자의 수를 62×62 까지 증가하여 

계산했다. 2 차원 직교좌표계에서  x, y 모두 등간격의 격자를  사용하였다. 경계조

건은 고정된 세 개의 벽면에서 속도항(u, v)는 0 이며 이동벽면에서는 v=0 이나 

u 는 일정속도인 조건을 설정했다. 

3.2 지배방정식 

계산에 사용된 지배방정식은 다음과 같다. 
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3.3 수치해석방법 

지배방정식인 식(79)는 질량보존의 법칙을 나타내는 식으로, 캐비티유동에서  

유체에 큰 밀도변화가 생긴다고는 할 수 없으므로 수치계산에서는 식(79)를 계

산하지 않는다. 캐비티유동은 점성에 의한 전단력이 유체의 흐름을 결정하므로 

점성항을 어떻게 처리할 것인가에 중점을 두었다.  

먼저 계산은 지배방정식을 대류단계와 비대류단계로 분리한다.  

식(80)을 예로 들면 다음과 같이 분리할 수 있다. 
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 비대류단계: 
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C-CUP 법은 비대류단계에서 압력 Poisson 방정식을 풀고 그 결과를  이용해서 

속도를 보정하는 방법을 쓴다. 이때 식(84)의 우변에서 두 번째 항인 
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uν 은 앞에서  설명했듯이 uQ

r
에 해당되므로 Poisson 방정식을 구성하

기 위해 운동량방정식인 식(84)에 발산을 취하는 부분에는 포함시키지 않고 계

산하는 것이 핵심사항이다. 즉 Poisson 방정식을 구성하는 데 다음의 식만을 사

용한다. 
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식(85)에 발산을 취하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있는데 
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식(86)식을 *u
r

⋅∇ 에 대해서 정리하면 다음과 같다. 
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압력으로 표시된 에너지방정식의 차분식을 다음과 같이 된다. 
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식(87)식을 식(88)식에 대입하고 정리하면 압력에 대한 Poisson 방정식을 얻을 

수 있다. 
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 (89) 

식(89)에서 우변의 두 번째 항 2

*

tp
pp

n

n

∆γ
−

에 대해 생각하면, 음속 
ρ

γ p
Cs = 이므

로 ργ 2
s

n Cp = 이라고 바꾸어 쓸 수 있다. 

캐비티유동은 비압축성, 점성유동이라고 가정할 수 있으므로 비압축성에서는  

음속이 무한히 크다. 따라서 음속이 분모에 있는 식(89)의 우변의 두 번째 항은 

0 이 된다. 그 결과 실제의 Poisson 방정식의 형태는 다음과 같다. 

 
t
up n

n ∆ρ

r⋅∇
=

∇ *2

 (90) 

식(90)이 본래의 Poisson 방정식인 식(89)보다 계산에 훨씬 유리한 형태가  되
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었으나 다른 부가적인 조건은 없고 단지 상벽면의 움직임에 따라 발생하는 유

동을 해석하는 캐비티유동은 특히 경계조건을 적절하게 부여해야 한다. 

여기서 경계조건을 다시 정리하면 다음과 같다. 

Fig. 9에서 벽면에  1 번부터 4 번까지의 번호를 매겼다. 벽면 1, 2, 3에서는  u, 

v 가 모두 0 이 되도록 설정되어 있으며 4 번의 벽면, 즉 움직이는 상벽면에서는 

0=v 이지만 u 는 일정한 이동속도를 가진다. 

또한 계산에서 해를 빠르게 수렴시키기 위한 하나의 조건으로 x∆ 와 t∆ 의 관

계도 매우 중요하다. 미분방정식의 형태인 지배방정식을 이산화하는 단계에서 

여러 수치 오차들이 수반되지만, 안정성의 문제(question of stability)를 고려함

으로써 더 이상 오차가 커지지 않고 해에 빨리 수렴할 수 있다. 

쌍곡선형 방정식을 풀기 위해 양해법을 사용할  때 수치적  안정을 위해서 제

시되는 조건이 Courant-Friedrichs-Lewy, 일명 CFL condition 으로  다음과 같

다. 

 1≤
x
t

c
∆
∆  (91) 

여기서 c 는 파동의 이동속도이다. 

차분법을 이용해서 식을 전개할 경우 식(91)의 CFL 조건을 만족하는 것이 신

속하게 수렴에 도달할 수 있는 조건이다 그러므로 캐비티유동을 해석할 때 처

음에는 m105.1sec,05.0 2−×== xt ∆∆ 로 설정하였다. 이때 계산계 내의 최대속도

인 상벽면의 이동속도 m/s105 3−× 을 대입하면 계산계 내의 최대 CFL 조건은  

0.0167 이 된다.  1 보다 충분히  작은 CFL 조건을 부여한 결과 수렴을 매우 늦출 

뿐만 아니라 계산 도중에 폭주를 일으키는 요인으로 작용하였다. 이러한 시행착
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오를 통하여 안정된 수렴을 위해서는 수렴속도와 상관없이 그 문제에 적합한 

값이 존재한다는 것을 알게 되었다. 여기서는 
x
t

c
∆
∆

가 0.25 정도가 되도록 x∆ 와 

t∆ 의 크기를 설정하였다.  

비대류단계에서 압력 Poisson 방정식을 풀었으므로, 이제 계산된 압력으로 속

도를 보정한다. 

식(84)를 차분의 형태로 바꾸면 다음과 같다. 
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식(92)에서 우변의 첫 번째 항 
x
pp n

jiji

∆ρ
,1

*
,1 −−

− 을 이산화할 경우에 차분의 형태

를 중심차분으로 선택하면 해는 수렴하지만 물리적으로 타당하지 않는 결과가 

나오므로, 속도의 계산에서 차분의 형태를 선택할 때는 전진차분 혹은 후진차분

을 사용하는 것이 일반적이다.  

여기까지의 계산이 비대류단계의  계산이다. 계산된 결과가 경계조건을 위반하

지 않도록 경계조건을 다시 적용해 주는 것도 수렴을 촉진시키는 방법이 된다. 

대류단계의 계산에서도 계산방법의 처음에 언급한 것처럼 밀도의 계산은 수렴

을 오히려 늦게 할 수 있으며 계산결과에 영향을 미치지 않으므로 밀도의 계산

은 생략한다.  

비대류단계에서 계산된  *
,

*
,

*
,

* ,,, jijijiij pvuρ 를 CIP 법을 이용해서 계산한다. 엇갈림

격자계를 사용하고 있으므로 속도를 계산할 때는 다음의 값을 사용한다. 

= x 방향의 속도 u 의 계산에 사용하는 속도. 
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= y 방향의 속도 v 의 계산에 사용하는 속도. 
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= 압력의 계산에 사용하는 속도. 
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2 차원에서 1
,

+n
jif 는 2.3.3 절에서 설명하였듯이 다음과 같은 형태를 적용하였다. 
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먼저 ******** ,,,,,,, eevvuu yxyxyxyx ∂∂∂∂∂∂∂∂ ρρ 를 계산하고 각각에 대해서, 즉 속

도에 CIP 법을 적용하여 1
,

1
, , ++ n

ji
n

ji vu 를 구하고, 압력에 CIP 법을 사용해서 1
,
+n
jip 를 

구한다. 한 시간스텝의 계산이 끝나면 다시 경계조건을 부여하고(본 계산에서는

동일함) 전시간스텝에서 계산된 1
,

1
,

1
,

1
, ,,, ++++ n

ji
n

ji
n

ji
n

ji pvuρ 를 n
ji

n
ji

n
ji

n
ji pvu ,,,, ,,,ρ 으로 바꾸어 

다음 시간스텝에서의 값을 계산한다. 
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3.4 결과 및 고찰 

상벽면이 이동함으로써 정사각형 용기내의 와동(vortex)이 발생하는 캐비티유

동을 열유체 방정식의 범용해법인 C-CUP 법을 이용하여 계산했다.  

CIP 법으로 계산된 결과의 신뢰성을 검토하기 위해 SIMPLE 을 이용하여 동

일한 조건으로 계산을 수행하였고, 그 결과를 CIP 법으로 계산한  결과와 비교하

였다.  

Fig. 10 의 격자계는 2 차원 직교좌표계에서 등간격의 격자로 구성하였다. 

Re=210 인 격자 22×22 에서의 속도벡터를 Fig. 11 에 보인다. 왼쪽의 그림은 

CIP 법의 결과이며, 오른쪽의 그림은 SIMPLE 의 결과이다. 전체적으로 매우 잘 

일치하는 경향을 보이고 있다. 그러나 와동의 중심위치가 CIP 법의 경우가 

SIMPLE 의 경우보다 조금 우상(右上)에 위치하는 모습을 보이고 있다. 

격자수가 증가된 경우에도 와동의 중심위치는 거의 유사하다. Fig. 13 는 

Re=500 인 격자 32×32, Fig. 15 는 Re=210 인 격자 42×42 의 속도분포를 보인 것

이다.  

또한 Fig. 12 는 Re=210 인 격자 22×22, Fig. 14 는 Re=500 인 격자 32×32 에

서의 유선을 나타낸  것이며, Fig. 16 은 Re=210 인 격자 42×42 그리고 Fig. 17 은 

Re=210 인 격자 62×62 에서의  유선을 보인 것이다. 이를 통하여  전체적인 경향

은 역시 잘 일치하는 모습을 보여주지만 앞에서 지적한 와동의 중심위치는 역

시 CIP 의 경우가 조금 더 우상에 위치하는 것을 확인할 수 있다. 

조금 더 정확한 비교를 위해 Fig. 18 에 화살표로 표시된 두 개의 선상

( m104.2,m109.3 22 −− ×=×= yy )에 대해서 x 방향 속도 u 에 관해 정량적인 비교
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를 해 보았다. 그 결과가  Fig. 18 로서 전체적인 경향은  일치하지만 와동의  중심

부에서는 최대 15%정도의 차이가 발생했다. 

잘 알려져 있는 SIMPLE 과의 직접적인 비교는 그 자체로 가치있는 일이나, 

어느 쪽이 실제의 실험결과에 보다 더 접근하는지에  대해서는 검토하지 못하였

다. 모든 수치해석의 모델링에는 다양한 수치오차를 포함하게 되므로 이에 대해

서는 후에 충분히 정밀하게 검토해 볼 필요가 있다. 
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Fig. 9 Schematic diagram with boundary conditions 
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Fig. 18 Comparison of u with CIP method and SIMPLE at y=3.9cm and 2.4cm 
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4. 댐의 붕괴과정 

4.1 해석모델과 경계조건 

수치계산에서 자유표면의 정확한 위치를 아는 것은 매우 어려운 일이므로 기

존의 수치해법에서는 복잡한 경계조건을 부여하여 자유표면의 위치를 계산하였

다. 

MAC 법에서는 자유표면에서의 계산을 위해서 표면의 수직응력조건을 사용해

서 계산된 인접한 계산셀(cell)에서의 압력을 직선보간하여 다시 표면의 압력을 

계산하는 복잡한 방법을 쓰고 있으며, 만약 자유표면이 이동하여 경계가 변하는 

경우 그때마다 다시 계산해야 한다. 이와 같이 경계조건이 복잡하게 주어지므로 

매 시간스텝마다 계산량이 방대해지며, 계산영역 주위의 모든 정보를 알고 있어

야 하므로 계산시 컴퓨터가 기억해야 할 정보량이 많아지고 그 결과 메모리상

의 제약이 따른다. 또한 이를 3 차원으로 확장하는 경우에는 이러한 문제점이 

기하적으로 증폭되어 결코 용이하지 않다. 

VOF(Volume of fluid)법은 MAC 법과는 달리 경계면의 설정에 변수 하나만을 

사용하므로 MAC 법보다 훨씬 적은 기억량을 사용하여 계산할 수 있다. 그러나 

표면이 움직이면 시간스텝마다 계속해서 식들을  수정해서 계산을 해주어야 한

다. 마찬가지의 이유로 3 차원의 확장에는 많은 제약이 따르게 된다. 또한 복잡

한 형상이 나오면 부정확한 결과가 나오기도 한다. 

이렇듯 움직이는 경계면을 정확하게 추적하기는 매우 어려우며, 복잡한  경계
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조건을 부여해야만 시간에 따라 변화하는 경계면을 계산할 수 있었다. 하지만 

C-CUP 법에서는 이동경계에 대한 경계조건을 사용하지 않으며, 오히려  바람 등

의 영향으로 기체 부분의 유동이 액체에 직접적으로 영향을 주는 경우에도 쉽

게 계산조건에 포함시킬 수 있는 장점을 가지고 있다. 

물과 공기가 일정한  경계를 이루고 있다가  갑자기 물을 막고 있던 댐이 붕괴

되는 붕괴된 댐(broken dam) 문제는 실험과 여러 수치기법을 통해 계산된 

bench mark problem 이므로 C-CUP 법을 이용해서 이를 계산하였다. 

Fig. 19 의 그림처럼 물과 공기가  일정한 경계를 이루고 있다가  어떤 순간에 

물을 막고 있던 댐이 갑자기 붕괴된다면, 물이 흘러내리게 되고 일정한 경계를 

이루던 공기와 물의 경계면이 이동하게 된다. 이러한  경우에 물과 공기의  경계

면이 물이 유동함에 따라 어떻게 형성되는가를 수치계산을 통해서  고찰하도록

한다. 

계산에 사용된 좌표계는 직교좌표계이며 격자수는 20Î40 을 사용했다. x, y 모

두 등간격의 격자를 사용하였고 시간스텝은 0.05sec 으로 하였으며 공기중의 비

열비는 1.4 로 설정하였다. 공기의 밀도는 0.001g/cm3이고 물의 밀도는 1.0g/cm3

이며, 초기의 속도분포는 물과 공기 모두 0 으로 설정하였으며 물에도 정수압의 

분포를 적용했다. 

Fig. 19 에 표시된 것처럼 1 번과 3 번의 양 측면은 댐이 붕괴될 경우에 물의 

입구와 출구에 해당되는 부분으로 더 이상의 유체의 유입이 없다고 가정하고 

경계조건으로 속도를 0 으로 설정하였다. 4 번의 웟면과  2 번의 아랫면 역시 속도

를 0 으로 설정했다. 



 - 61 - 

4.2 지배방정식 

계산에 사용된 지배방정식은 다음과 같다. 
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4.3 수치해석방법 

댐이 붕괴될 때 일어나는 물의 갑작스런 유동은 점성력에 의한 영향이  크지 

않으므로 점성항을 무시한다. 그러나 수치계산시 발산의 우려가 있으므로 계산

에서 인공점성항을 첨가하였으며 이것이 점성항의 역할을 하게 된다. 

인공점성항은 2.3.2 절의 1 차원의 C-CUP 법에서 소개되었던 식(58)을 사용한

다. 
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계산의 순서는 초기에 주어진 nnnn pvu ,,,ρ 를 사용하여 **** ,,, pvuρ 을 비대류 

단계에서 계산하고, **** ,,, pvuρ 을 사용하여 1111 ,,, ++++ nnnn pvuρ 을 대류단계에서 

계산한다. 그리고 이런 일련의 과정을 계속 반복함으로써 계속된 시간스텝에서
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의 값을 계산할 수 있다. 여기서 윗첨자 *는 비대류 단계의 계산이 끝난 후의 

값들을 의미하고 윗첨자 n+1 은 대류단계의 계산이 끝난 후의 값으로  한 시간

스텝 진행한 후의 값이다. 

먼저 비대류단계의 계산에서 압력을 구해야 하므로 Poisson 방정식을 구성한

다. 즉 운동량방정식에 발산을 취하여 압력으로 표시된 에너지방정식에 대입하

고 정리한다. x 방향의 속도 u 의 경우 비대류단계의 식은 다음과 같다. 
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식(102)식을 앞에서 설명한 C-CUP 법의 기본 방정식과 비교하면 외부에서 작

용하는 힘인 중력항이 더 추가되었는데, 중력항은 인공점성항 uQ
r

에 포함되는 

항이 아니고 외부에서 작용하는 힘이 있을 때 식에 추가되는 부분이다. 

운동량방정식을 차분하면 다음과 같다. 

 g
p

t
uu

n

n

−
∇

−=
−

ρ∆

** rr
  (103) 

Poisson 방정식을 구성하기 위해서 식(103)에 발산을 취하면 다음과 같다. 
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식(103)에서 나타났던 중력항은 발산을 취하므로 0 이 되어서 자연히  소거된다.  

식(104)를 다음의 식에 대입하고 정리하면 압력에 대한 Poisson 방정식을 얻을 

수 있다. 
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식(105)에 식(104)를 대입하고 정리한 Poisson 방정식은  
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이다. 

MAC 법과 비교하면 식(106)은 우변의 두번째 항이 더 첨가된 형태인데 C-

CUP 법의 원리에서 설명한 것처럼 두 번째 항은 계산할 때 갑작스런 속도변화

가 생겨도 발산하지 않고 수렴이 가능하게 해주는 항이다. 식(106)은 

SOR(Successive OverRelaxation)법을 이용해서 풀이했으며 계산에  사용한  완화

계수는 0.2 이다. 

다음에 계산된 압력으로 속도와 밀도를 보정하는 계산을 한다. 예를 들어 식

(102)를 차분의 형태로 바꾸면 다음의 식과 같다. 
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식(107)을 식(92)와 비교하면 x 방향의 속도 u 의 윗첨자가 *가 아니고 **인 

것을 알 수 있는데, 이것은 캐비티유동에서는 실제의 점성항을 사용해서 인공점

성항의 계산이 포함되지 않았으므로 비대류단계의 계산이 한 번만 수행되었다, 

그러나 댐의 붕괴과정의 해석에서는 인공점성항을 첨가하였으므로  비대류단계

에서도 2 단계로  계산이 나누어져서 수행된다 그러므로 먼저 식(107)의 차분식

을 사용해서 **u 을 계산하고, 다음의 식에 의해서 *u 를 계산한다. 
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여기서 ),( jixvis 는 인공점성항을 계산한 항이다. 위와 같은 방법으로 밀도 *
, jiρ  ,
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속도 *
,

*
, , jiji vu  및 압력 *

, jip 을 계산한다.  

대류단계의 계산은 CIP 법을 이용하는데 이 경우에 밀도와 압력을 계산할 때

와 x 방향의 속도 u 및  y 방향 속도 v 를 계산하는 경우에 각각 초기의 속도가 

다르게 적용되어야 한다. 즉 캐비티유동에서와 마찬가지로 식(93), 식(94) 그리

고 식(95)를 이용하여 구한다. 

초기에 속도를 고려했으므로 이제는 각각의 경우에 CIP 법을 이용해서 한 시

간스텝이 지난 후의 값들을 계산할 수 있다.  

먼저 ******** ,,,,,,, eevvuu yxyxyxyx ∂∂∂∂∂∂∂∂ ρρ 를 계산하고 각각에 대해서, 즉 속

도에 CIP 법을 적용하여 1
,

1
, , ++ n

ji
n

ji vu 를 구하고 압력에  CIP 법을 사용해서 1
,
+n
jip 를 

구한다. 한 시간스텝의 계산이 끝나면 다시 경계조건을 적용해주고 시간스텝에

서 계산된 1
,

1
,

1
,

1
, ,,, ++++ n

ji
n

ji
n

ji
n

ji pvuρ 를 n
ji

n
ji

n
ji

n
ji pvu ,,,, ,,,ρ 으로 바꾸어 다음 시간스텝에서의 

값을 계산한다. 
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4.4 결과 및 고찰 

Fig. 22 에 붕괴되는 과정을  보인다. 기존의 MAC[9]이나 VOF[2]에 의한 결과

들과 매우 좋은 일치를 보인다. 그러나  기존의 방법들이 액체영역에 대해서만 

계산을 수행하게 됨으로써 기액 경계면에 부여하는 복잡하면서도 시간에  따라 

변화하는 경계조건이 불필요하게 되었다. 또한 바람 등의 영향으로 기체 부분의 

유동이 액체에 직접적으로 영향을 주는 경우에도 쉽게 계산조건에 포함시킬 수 

있는 장점은 CIP 법의 가능성을 높여 준다고 생각된다. 
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Fig. 19 Schematic diagram with boundary conditions 
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5. 결론 

본 연구에서는 압축성 유체와 비압축성 유체를 동시에 처리할 수 있는 새로운 

기법인 CIP 법을 이용하여, 실제 다상의 열유동과 상변화 현상의  해석에 적용하

기 위한 기초연구를 수행하였다. 

CIP 법의 기본원리를 설명했고 CIP 법의 열유체 범용해법인 C-CUP 법을 이용

해서 캐비티유동에서의 유동을 구해보았으며  갑자기 댐이 붕괴할 경우에  물과 

공기의 다상 이동경계면의 거동해석을 수행해 보았다. 

캐비티유동에서 점성력에 의한 유동을 해석한 결과는 SIMPLE 과의 비교를 

통해서 신뢰성을 검증했으며 속도벡터로 나타낸 전체적인 유동은  SIMPLE 과 

비교해 본 결과 경향이 잘 일치하는 결과를 얻었으며, 유선으로 표시한 그림에

서도 전체적인 경향이 잘 일치하는 결과를 얻었다. 그러나 CIP 법으로 계산한 

결과는 와동의 중심위치가 SIMPLE 의 경우보다 약갼 우상에 위치하는 정도의 

차이가 나타났다. 

갑자기 댐이 붕괴되는 경우에 물과 공기의 다상 이동경계면이 어떻게 형성되

는가를 해석한다. 결과는 매우 단순한 경계조건의 부여에도 불구하고 기존의 결

과와 좋은 일치를 보였다. 이와 같은 가능성은 복잡한 3 차원 자유표면문제에  

적용시 극명하게 나타날  것으로 보이며, 이에 관해서는 향후 연구를 통하여 진

행할 예정이다. 
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부록 

1. C-CUP 법의 2 차원 코드설명 

C-CUP 법을 설명한 2 차원에서의 보간함수의 식은 이동속도 0,0 << vu 인 경

우에만 사용할 수 있었다. 그러나 범용성을 가진 수치계산 프로그램에서는 당연

히 이동속도의 부호에 상관없이 하나의 식을 가지고 계산할 수 있어야 하므로, 

실제로 계산에 쓰이는  프로그램에서는  이동속도의 부호에  맞게 식이 구성되도

록 먼저 몇 가지의 다른 변수를 사용해야 한다. 

실제의 프로그램의 예를 들어서 설명하면 다음과 같다. 

다음의 프로그램은 FORTRAN 으로 구성되었으며 CIP 법을 계산하는 

subroutine DCIP 에서 사용된다. 

dx2=dx*dx 

dx3=dx2*dx 

dy2=dy*dy 

dy3=dy2*dy 

do 130 j=1,ny 

do 130 i=1,nx 

xx=-u(i,j)*dt 

yy=-v(i,j)*dt 

isn=sign(1.0,u(i,j)): 이동속도의 부호에 상관없이 프로그램을 구성하기 위해서 

사용되는 부분이 바로 이 부분이다.  

sign 은 u(i,j)가 0 보다 크거나 같으면  앞의 숫자인 1.0 에 양의 부호를 취하며, 

u(i,j)가 0 보다 작으면 음의 부호를 취해서 isn 에 값을 할당하는 내장함수이다. 
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그러므로 u(i,j)가 0 보다 크거나 같으면  isn=1.0 이 되고,  0보다 작으면 isn=-1.0

이 된다. 

jsn=sign(1.0,v(i,j)): 위와 동일한 방법으로 jsn 에 값을 부여한다. 

im1=i-isn: 예를 들어서  x 방향의 속도 u 가 0 보다 큰 값이면 isn 에 1.0 이라

는 값이 부여되었을 것이므로 im1 은 i-1 이 되어 x 방향에서 i 격자의 왼쪽의 방

향에 위치하는 i-1 의 위치가 된다. 

jm1=j-jsn: 위와 동일한 방법으로 jm1 이 정의된다. 

a1=((gx(im1,j)+gx(i,j))*dx*isn-2.0d0*(f(i,j)-f(im1,j)))/(dx3*isn) 

e1=(3.0d0*(f(im1,j)-f(i,j))+(gx(im1,j)+2.0d0*gx(i,j))*dx*isn)/dx2 

b1=((gy(i,jm1)+gy(i,j))*dy*jsn-2.0d0* (f(i,j)-f(i,jm1)))/(dy3*jsn) 

f1=(3.0d0*(f(i,jm1)-f(i,j))+(gy(i,jm1)+2.0d0*gy(i,j))*dy*jsn)/dy2 

tmp=f(i,j)-f(i,jm1)-f(im1,j)+f(im1,jm1) 

tmq=gy(im1,j)-gy(i,j) 

d1=(-tmp-tmq*dy*jsn)/(dx*dy2*isn) 

c1=(-tmp-(gx(i,jm1)-gx(i,j))*dx*isn)/(dx2*dy*jsn) 

g1=(-tmq+c1*dx2)/(dx*isn) 

fn(i,j)=((a1*xx+c1*yy+e1)*xx+g1*yy+gx(i,j))*xx+((b1*yy+d1*xx+f1)*yy+g

y(i,j))*yy+f(i,j) 

gxn(i,j)=(3.0d0*a1*xx+2.0d0*(c1*yy+e1))*xx+(d1*yy+g1)*yy+gx(i,j) 

gyn(i,j)=(3.0d0*b1*yy+2.0d0*(d1*xx+f1))*yy+(c1*xx+g1)*xx+gy(i,j) 
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2. 댐의 붕괴과정문제(broken dam)에서 지배방정식의 무차원화 

4.2 절에서 소개된 지배방정식(식(97), 식(98), 식(99) 그리고 식(100))을 무차원

화하기로 한다. 

먼저 지배방정식을 다시 쓰면 다음과 같다. 
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지배방정식을 무차원화하기 위해서는 먼저 기준량들을 설정해야 하는데 기준

속도나 기준시간으로 이용할 수 있는 기준량이 없으므로 대표압력을 기준량으

로 잡고 기준속도와 기준시간을 계산하면 기준량들을 다음과 같이 설정할 수 

있다. 기준길이는 댐의 높이 h 를, 기준밀도는 물의 밀도 0ρ 를 취했다. 

기준량 표시 

기준길이 hx =  

기준압력 2
00 uhgp ρρ ==  

기준속도 hgu =  

기준시간 
hg

h
t =  

예를 들어 속도의 경우 무차원속도 
u
u

u =* 과 같이 쓸 수 있고 무차원량은 *



 - 78 - 

로 나타내었고, 기준량은 문자 위에 bar 로 표시하였다. 

표에서 나타낸 기준량들을 이용하여 지배방정식들을 무차원화하면 다음과 같

다. 
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무차원화시킨 식들과 유차원의 식들을 비교해 보면 무차원화를 했을 때 얻을 

수 있는 장점인 변수가 소거되거나 줄어드는 경향을 발견할 수 없으며, 외관상 

거의 동일하다. 따라서 무차원의 특별한 의미가 없으므로, 댐의 붕괴과정을 연

구한 다른 논문에서는 유차원식으로 식을 전개하고 계산을  수행하는 것이 일반

적이다. 물론 유차원에서 계산된 결과치는 위의 기준량을 이용해서 무차원화시

킬 수 있으며 조건이 다른 결과와 쉽게 비교할 수 있다. 
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Abstract 

A behavior analysis of multi-phase moving boundary  

using the CIP method 

Park Jun Hong 

Dept. of Mechanical Engineering 

The Graduate School 

Kyung Hee Univ., KOREA 

The CIP(Cubic-Interpolated Propagation) method which can solve together 

compressible and incompressible fluid is used to calculate multi-phase moving 

boundary. This method can treat solid, liquid and gas phases simultaneously 

and can trace a sharp interface even with one grid and provides a stable and 

less diffusive result even in a high-CFL computation 

As test problem, C-CUP(CIP Combined Unified Procedure) was applied to 

cavity flow and broken dam, which have been verified by lots of numerical 

techniques and experiments. 

In the cavity flow, the distribution of velocity calculated by the CIP method 

shows a good agreement with that of SIMPLE. 
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In the simulation on collapsing process of dam, exact and sharp boundary was 

obtained on flowing water, although simple boundary conditions are used only 

on the rectangular region not water-air interface. 


